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Einleitung. 



In' nachstehender Arbeit ist versucht worden, 
ähnliche Focaleigenschaften, wie sie bei den Kegel- 
schnitten in der Ebene bekannt sind, auch für die 
Krümmungscurven auf den Oberflächen zweiter Ordnung 
abzuleiten. 

Im ersten Kapitel ist für die Krümmungscurven 
der Mittelpunktsflächen zunächst gezeigt worden, dass 
die gebrochenen Focaldistanzen ihrer Punkte lineare 
Funktionen der x-Coordinate des betreffenden 
Punktes sind. Darauf sind einige Sätze über Summe 
oder Differenz dieser Focaldistanzen angeführt, und 
in einem dritten Satz die Directrixebeneneigenschaft 
der Curve ausgesprochen. Dann ist gezeigt worden, 
wie bei den Hauptschnitten der Flächen diese Eigen- 
schaften entweder auf die gewöhnlichen oder auf 
zusammengesetzte Focaleigenschaften der centrischen 
Kegelschnitte zurückgeführt werden können. 

Im zweiten Kapitel sind in ganz analoger Weise 
die Krümmungscurven auf den Paraboloiden und die 
Hauptschnitte dieser Flächen behandelt worden. 



Die in dieser Arbeit angewandten Sätze und 
Formeln sind entnommen aus dem Werke von Herrn 
Professor Dr. Staude: »Über die Focaleigenschaften 
der Flächen zweiter Ordnung« *) und aus einer Abhand- 
lung desselben Herrn Verfassers im 50. Bande von 
den »Mathematischen Annalen«, betitelt: »Die alge- 
braischen Grundlagen der Focaleigenschaften der 
Flächen zweiter Ordnung.« **) Die Bezeichnungsweise 
ist dieselbe, wie sie in der letzteren Arbeit gebraucht ist. 



*) Das Buch ist im Folgenden unter der Abkürzung „F' 
citirt. 

**) Im Folgenden unter der Abkürzung „M.A. tt citirt. 




Kapitel 1. 

Die Krümmungscurven des 
Ellipsoides und der Hyperboloide. 

§ i. 

Die Focaleigenschaften der centrischen Kegelschnitte. 

Die Gleichung 

lw a ,+ a»— e* 

stellt bei festem e und variablem a das System confo- 
caler Ellipsen und Hyperbeln dar. Man erhält für den 
speciellen Wert a = a x eine Ellipse und für a = a 2 eine 
Hyperbel, wenn 

(2) +oo> ai >e 

e > a 2 > o 

Man kann nun a lf ^ als elliptische Coordinaten 
der Ebene auffassen, da durch jeden Punkt x, y der 
Ebene, eine Ellipse a x und eine Hyperbel a 2 des confo- 
calen Systems geht. Wenn man nun die Gleichung 
(1), in die man nacheinander a x und a 2 für a gesetzt 
hat, nach x aufgelöst, so erhält man: 



(3) x .= — - - - 

e wo 

1 + 1 für x > o 

£ = { 

( — 1 „ X<0 

Die Entfernungen r und r' des laufenden Punktes 
der Ellipse a x von den Brennpunkten lassen sich dann 
ausdrücken durch die Gleichungen:*) 









ex 


r : 


== ai 




a, 
e x 


r' 


= a! 


+ 


a t 



Hieraus folgt zunächst 

. (4) r + r' = 2a, 

Man kann die Gleichungen auch in der Form 
schreiben : 

a, \ e . / 

(5) , e (W i ^ 

oder: 

(6) r = — t; r' = — t' 
w a 2 a, 

wo also gesetzt ist: 

(7) t = — — x und t' = — + x 
v ' e e ' 

* 

Für die beiden Brennstrahlen der Hyperbel hat 
man : 

r ^ £ (ir- aa )' r - £ (ir;+ aa ) 



*) Vgl. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte, 4. Aufl., S. 246. 



woraus folgt: 

(4) r — r' = — 2ea 2 

Die Gleichungen kann man auch schreiben: 

/c , ee /— a 2 * \ ee /a 9 * \ 

oder auch: 

e e 

(6) r 1; r'= — . t' 

wo hier gesetzt ist: 

(7) t-.(=^ + x);f-.(^- + x) 

Die Gleichungen (5), die den Satz enthalten: 

I. Die Focaldistanzen eines Punktes der 
Ebene lassen sich darstellen als lineare 
Funktionen der x-Coordinate dieses Punktes 

Vereinigen in sich die • in (4) und (6) ausge- 
sprochenen bekannten Eigenschaften: 

II. Bei der Ellipse ist die Summe und bei der 
Hyperbel, vom Vorzeichen abgesehen, die Differenz der 
Brennstrahlen gleich der Hauptaxenlänge der betref- 
fenden Curve 

und: 

III. Ellipse und Hyperbel haben je zwei feste 
Directrixen, und es ist das Verhältnis der Focaldistanzen 
eines Punktes der Curve zu dem Abstand dieses 
Punktes von derjenigen Directrix, die dem betreffenden 
Brennstrahl nach (7) zugeordnet ist, für die ganze 
Curve constant. 



§ 2. 

Die gebrochenen Focaldistanzen 

bei den Mittetpunktsflächen zweiter Ordnung. 

Die Gleichung 

x 2 y a z 2 

W 17 + ^ZTd~*+ a * — e 2== 1 

stellt bei festem d und e, und veränderlichem a das 
System confocaler Mittelpunktsflächen zweiter Ordnung 
dar. Man erhält für den speciellen Wert a = a 1 ein 
Ellipsoid, für a — a 2 ein einschaliges und für a = a b ein 
zweischaliges Hyperboloid, wenn *) 

-f oo > a! > e 

(2) - e > a, > d 

d > a 3 > o 

Map kann a 1? a 2 , a 3 als elliptische Coordinaten des 
Punktes x, y, z auffassen, da durch jeden Punkt des 
Raumes ein Ellipsoid a 1? ein einschaliges Hyperboloid a 2 
und ein zweischaliges a 8 geht. Löst man nun die 
Gleichung (1), in die man nach einander a x , a 2 , a b für 
a gesetzt hat, nach x auf, so kommt : 

/nx £ ai a* a3 

( 3 ) x = a 

v ' de 

Hier ist 

(+1 für x>o 

I— 1 » x <° 
Ein Punkt x > soll im Folgenden immer ein 
rechter und und ein Punkt x << ein linker Punkt 
des Raumes genannt werden. 



►) Vgl. „M. A.* S. 414. 



Bei den Oberflächen zweiter Ordnung treten an 
Stelle der direkten Focaldistanzen solche mit einem 
Knickpunkt. Sie werden folgendermassen definirt : *) 
(Fig. 1). 

Man verbinde zunächst einen Punkt P des Raumes 
mit einem beliebigen Punkt C der Focalellipse, deren 

Gleichung — r -f- —^ = 1, wo f 1 — e 8 — d* ist. 

Diesen Punkt C verbindet man wieder mit den 
Brennpunkten B bezw. B ' der Focalellipse. Dann 
sei r die Summe der absoluten Strecken PC und 
C B , also r = P C B und r^PC B '. 

Unter allen diesen geknickten Linien wähle man 
nun die kürzeste r x = PC X B bezw. r x ' = PCj' B ' und 
die längste r 2 ' = P C 2 B bezw. r 2 ' = P C 2 ' B ' aus. 
Diese so erklärten kürzesten und längsten gebrochenen 
Entfernungen r lf v l \ r 2 , r 2 ' des Punktes P der Ober- 
fläche von den beiden festen Brennpunkten B und 
B ' nennt man die vier gebrochenen Focaldistanzen des 
Punktes P. Zwischen diesen und den gewöhnlichen 
Coordinaten x, y, z besteht die Identität:*) 

_aMa*-dO(a*-e'){£+^+^-l 
j* _ / r, + f. -f r. -f r,' — 4 e V 

x|» , -( r,+r ' , 7 r " r 'i 



•) Vgl. „M. A." S. 400 u. 401. 
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X ) a" -(-' — r/ ~- Fl +- ri - ) 2 *) 



Zwischen den gebrochenen Focaldistanzen und den 
elliptischen Coordinaten dagegen gelten die Bezie- 
hungen : **) 

( U + r 2 ' -f- x x -f- r t ' — 4 e = 4a t 

r4) 1 r * ~^~ r *' ~~ Fl — Fl ' = 4 a * 

] r* — r 2 ' — r, -|- r/ = 4 e a 3 
l r 2 — iV + r t — r,' — o. 

Hier ist e = — }- 1 für einen rechten und e = — 1 
für einen linken Punkt. 

Statt der grössten gebrochenen Distanzen über die 

Focalellipse —^ -\- -4^- =--= 1 wollen wir die kürzesten 

• •> 

X Z" 

über die zu ihr conjugirte Focalhyperbel —& «- =- 1 

einführen. Sind diese s und s ', so ist***) 

r 2 = So' -f- d -|- e 
r 2 ' = So -f- d + e 



*) Auch für den Kegel zweiter Ordnung gilt nach 
Vorlesungen von Herrn Professor Dr. Staude eine solche 
Identität : 



a 2 (a 2 — d 2 )(a 2 — e 2 ) 



x 2 . y 2 , z 2 



a 2 "T" a 2 — d 2 "r a 2 — e 2 J 

( X 2 -f y* -f- Z i) / ft 2 _ e 2 g in 2 P + P \ / ft 2 __ e 2 ^2 P~ P\ 

wo p und p' die Winkel der laufenden Seitenlinie des Kegels 
gegen dessen Brennstrahlen sind. 

**) Vgl. B M. A." S. 412 Gl. 31, und S. 410 Gl. 26. 

***) Vgl. „M. A.« & 413 Anmerk. 
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Schreibt man ferner r statt r r und r () ' statt r x ', 
so erhält man für die vier kürzesten Focaldistanzen 
über Ellipse und Hyperbel, die zugleich stabile Gleich- 
gewichtslagen eines Fadens sind, durch Auflösen der 
Gleichung (4) die Werte : 



(5) 



r = a, — a 2 — ea 3 -(- e 

r ' = ai — a 2 -\- s a 3 + e 

So = ai -^ a 2 — £ a 3 — d 

So'= ai -)- a 2 -j- ea 3 — d 



§ 3. 

Focaleigenschaften der Schnittcurve 

von Ellipsoid und einschaligem Hyperboloid eines 

confocalen Systems. 

Der laufende Punkt des Raumes soll sich nur auf 
der Krümmungscurve bewegen, die durch den Schnitt 
eines Ellipsoids mit einem einschaligen Hyperboloid 
entsteht. Es sind also a x und a 2 Constanten, während 
man die dritte, noch veränderliche, elliptische Coordi- 
nate a 6 nach § 2 (3) ausdrücken kann durch : 

d e x 



ea 8 = 



ai a 3 



Setzt man dies in die Werte für die 4 gebrochenen 
Focaldistanzen § 2 (5) ein so kommt: 
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(1) 



r — ai — a 2 -f e — 
r ' = ai — a 2 + e -f- 



\ 



So 



a! -f- a 2 — d — 



s '= aj -f a 2 — d + 



d e x 
ai a 2 

de x 
ai a 2 

d e x 
ai a 2 
d e x 
ai a 2 



(2) 



Hieraus folgt der Satz : 

I. Die gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes dieserKrümmungcurve sind lineare 
Funktionen der x-Coordinate dieses Punktes. 

Aus den Gleichungen (1) folgt durch Addition bezw. 
Subtraktion : 

r -\- s ' = r ' -f- So = 2 ai -|- e — d 
r — So = r ' — So'= — 2 a 2 -[- e -f- d 
r -|- r ' = 2 ai — 2 a 2 + 2 e 

So + s ° /== 2ai -{- 2 a 2 — 2d 
In Folge dieser Gleichungen hat man für die 
Summe und Differenzen der Focaldistanzen unserer 
Krümmungscurve folgende Sätze : 

II. a) Für jeden Punkt der Curve ist dieSumme zweier un- 
gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Focaldistanzen 
gleich der Hauptaxenlänge des Ellipsoids vermehrt um die 
halbe Differenz seiner beiden Hauptbrennweiten. *) 

II. b) Die Differenz zweier gleichseitiger ungleich- 
namiger Focaldistanzen ist, vom Vorzeichen abgesehen, 
gleich der Hauptaxenlänge des einschaligen Hyperboloids 



•) Vgl. B F." S. 89. 
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vermehrt um die halbe Summe seine beiden Haupt- 
brennweiten. *) 

II. c) Die Summe der beiden Focaldistanzen, ge- 
nommen über die Focalellipse ist gleich der Hauptaxen- 
länge des Ellipsoids vermindert um die Hauptaxenlänge 
des einschaligen Hyperboloids und vermehrt um 
ihre gemeinsame grössere Hauptbrennweite. Dagegen 
ist die Summe der Focaldistanzen genommen über die 
Focalhyperbel gleich der Hauptaxenlänge des Ellipsoids, 
vermehrt um die Hauptaxenlänge des einschaligen 
Hyperboloids und vermindert um ihre gemeinsame 
kleinere Hauptbrennweite. 

Jetzt soll gezeigt werden, dass die Curve ähnlich 
den Directrixen der Kegelschnitte, feste Directrix- 
ebenen besitzt. Zu diesem Zwecke schreibt man die 
Gleichungen (1) in der veränderten Form (3): 

de l ai a* 



(3) 



r — 



So = 



de 
äi a 2 

de 
a t a 2 
de 
a t a 2 
de 
a t a 2 
de 
a.a, 

de 



(a, — a 2 -(- e ) — x 



de 
(f. — x)=l(f, — x) 



a 2 -\- e) -f- x 



(f,_|_X)=l(f,+X) 

^> + a._d) 
(f,-x) = l(f,-x) 



} 



-*} 



«•-■^ |ir h ^- , + , l 



de 



a,a, 



(f, + x)=l(f, + x) 



*) Vgl. »F.« S. 97. 
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Hierbei ist gesetzt worden: 

f. -77(3,-3, + e) 

(4) f. = -^Ma. + a,-d) 

d e 

Da nun nach § 2 (2): 



a a 

1 **2 



a i > e > a 2 > d > s0 folgt ' ' > 1 und da e > a 2 

a a > d, so ist : 

(5) f, > a„ l > a x , I < 1 

Da nun für jeden Punkt der Krümmungscurve 
x <; a x sein muss, so folgt, dass die beiden Ebenen 
f x und f 2 stets ausserhalb der Curve liegen. 

Ferner folgt aus (4) : 

oder 

f f - 2a ' a * /» d + e \ 

d-[-e ist nun die Mitte zwischen Brennpunkt und 
2 Scheitel der Focalellipse. Es folgt daher, 
dass die Ebene f 2 ausserhalb oder innerhalb der Ebene 
f, liegt, je nachdem der Scheitel der grossen reellen 
Axe des einschaligen Hyperboloids näher beim Scheitel 
oder Brennpunkt der Focalellipse liegt. Schneidet das 
Hyperboloid die x-Axe in der Mitte zwischen Scheitel 
und Brennpunkt der Focalellipse, so fallen die beiden 
Ebenen \\ und U zusammen. 
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Setzt man nun zur Abkürzung: 

t,=f,— x t.'^ + x 

(6) t, = f, — x v - f, + x 

so sind t„ t,', t„ t,' positiv, da nach (5) f, > a,, f, > a t 

und x als Punkt des Ellipsoids immer kleiner als a, 

sein muss. Aus den Gleichungen (3) und (6) folgt nun: 

(7) 



(7) 





r — 1 1, , r,' = 1 V 




So = 1 t 2 , So ^ 1 t 2 




oder 


r 


I"o S So 

V t, V 



1 



Wir erhalten also für unsere Krümmungscurve 
folgende Directrixebeneneigenschaft : 

III. Die Curve hat 4 feste Directrixebenen dt f x , 
=fc f 2 ; und es ist das Verhältnis der vier gebrochenen 
Focaldistanzen eines Punktes zu "den Abständen dieses 
Punktes von derjenigen Ebene, die der betreffenden 
Focaldistanz nach Gleichung (3) zugeordnet ist, für 
alle Punkte der Krümmungscurve constant. 



§ 4. 

Specielle Curven (a„ a 2 ) 

(Hauptschnitte). 

Da nach § 2 (2): 

-|-oo>a 1 >e>a 3 >d>a 8 >0 
so sind für die Curve (a, , a 2 ) die speciellen Fälle a 2 e, 
a 2 — d nnd a, — e möglich. 

Es möge nun zunächst a, -- e werden. Man erhält 
als Curve den Schnitt der xy Ebene mit dem Ellipsoid 



16 

a lf nämlich die Ellipse 1 J = 1. Da a, >e 

ar 2 3i 2 — u * 

so liegt sie ausserhalb der Focalellipse. 

Unsere Formel für die gebrochenen Focaldistanzen 
werden hier; 



e / a, 2 \ 

r„ == — (- x 

a, \ e ; 



e ( a 

So = - 



' (a, — d -j- e) — x \ 



a, ( e » ' ' j 

Nach Fig. 2 werden die kürzesten Focaldistanzen 
der äusseren Ellipse über die Focalellipse : 

r = P B 
r '= PB ' 

Dagegen werden die kürzesten Focaldistanzen 
eines Punktes der Ellipse genommen über die Focal- 
hyperbel : 

So = PB Co = r -f (e — d) 
So '= P Bo' C '= r ' + (e — d) 

Da nun nach der gewöhnlichen Directrixeigenschaft 
der Ellipse § 1 (5): 

e t ai« 



PBo 



rCr-) 



a 
e / ai 2 



w -t(.+0 
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so sieht man, dass r und r ' bei diesem Hauptschnitt 
mit den gewöhnlichen Brennstrahlen identisch sind. s 
und s ' unterscheiden sich von diesen nur um die con- 
stante Strecke e — d. 

Beim Hauptschnitt a 2 =■-= d erhält man den Teil der 
Ellipse 

ai a ~ ai 2 — e 2 ' 

der auf der concaven Seite der Focalhyperbel liegt, 
denn es muss jeder Punkt der Curve innerhalb der 
Hyperboloids a 2 , also in unserem Falle im Inneren der 
Focalhyperbel liegen. Die Focaldistanzen werden in 
diesem Falle: 

r - — j-^^ + e — d) — x I 
a, ( e ' ' | 

^--^[^t^ + e-V + x 



e 

So - 

a 
a 



r(v-*) 



Nach Fig. 3 wird: 

r = PCo B -■= PC + e — d 
r 4 — PCo'Bo'— PCo'+ e — d 

So — r Co 
So' — P Co' 

Nun ist nach § 1 (5) 
PC = 



K"-) 
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PG 



/ 



K^ +x ) 



Es sind also s und s ' mit den gewöhnlichen 
Brennstrahlen der Ellipse identisch, während r und r ' 
sich von diesem nur um die constante Strecke e — d 
unterscheiden. 

Beim Hauptschnitt a x — e erhält man die Ellipse 

x a y' 

a 2 3 ' a 2 2 — d 2 

Da nun a 2 < e, so liegt sie innerhalb der Focalellipse. 
Hier wird nun: 

d ( a 2 tt% , ) 

r = — l-T- (2 e — a 2 ) — x 
a2 I d ( 

r ' = — {-7- (2 e — a 2 ) -f x 
a 2 1 d ' 



So ==- — { (a 2 -f- e — d) — x 

a>2 



&.'- 



d_ 



(a, + e — d)-J- + x 



Nach Fig. 4 wird: 

so -= PB C„ = PB„ + (e — d) 
&,' - - P Bo' Co' P Bo' 4- (e — d) 

Dagegen sind die Werte 

r — PCB. 
r„' - P C B„' 
nicht direkt gegeben. 
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Da nun nach § 1 (5) : 

PBo- 



PBo' = — 



"ff" - * ) 
a 2 \d / 



so sieht man, dass s und s</ sich von den gewöhnlichen 
Brennstrahlen der Ellipse nur um die constante Strecke 
(e — d) unterscheiden. Die Werte : . 

d ( a * /O N 

r ^^|T (2e - as) - x 

r.'-^|-J-(2e-^) + x 

woraus folgt: 

r -f- r '- 4e — 2a* 
geben eine, wie wir es nennen wollen, »zusammen- 
gesetzte« Directrixeigenschaft der Ellipse, die man so 
aussprechen kann: 

Sind 2 confocale Ellipsen gegeben, so sind den 
kürzesten Abständen eines Punktes der inneren, ge- 
nommen über die äussere Ellipse von den beiden ge- 
meinsamen Brennpunkten zwei feste Gerade so zuge- 
ordnet, dass das Verhältnis dieser Distanzen zu den 
Abständen des Punktes von der Geraden, die der 
betreffenden Distanz zugeordnet ist, für alle Punkte 
der Curve constant ist; und ferner ist die Summe dieser 
beiden gebrochenen Focaldistanzen gleich der doppelten 

■ 

Hauptaxenlänge der äusseren vermindert um die Haupt- 
axenlänge der inneren Ellipse. 2* 
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Dieser Satz ist eine Zusammensetzung der ge- 
wöhnlichen Directrix- und Focaleigenschaft der Ellipse. 
Man kann ihn auch direkt beweisen. Nach der bekannten 
Focaleigenschaft ist für beide Ellipsen (Fig. 4): 

PBo + PBo'=2a* 
CBo+CBo'- 2e 

also, wenn man subtrahiert: 

CBo — PB -f PC = 2e — 2a 2 

und, wenn r — P C -}- C Bo : 

r = PBo + 2e — 2a 2 
Kirch § 1 (5) ist für die innere Ellipse: 

P Bo = - (-*- — x ) also : 

r -|(T- x )+ 2e - 2a ^ 

oder : 

r = ^| (2e - a2) T- x j 

und ebenso 
d ( irk x a> . 

r =-ir{ (2e - aa) T + x 

woraus folgt 

r 4. r' = 4 e — 2 a 2 

Dies sind aber dieselben Gleichungen wie vorher. 
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§ 5. 

Focaleigenschaften der Schnittcurve von Ellipsoid 

und zweischaligem Hyperboloid. 

Soll sich ein Punkt nur auf der Krümmungscurve 
bewegen, die durch den Schnitt des Ellipsoids mit dem 
zweischaligen Hyperboloid entsteht, so werden seine 
elliptischen Coordinaten a x und a 3 constant, während 
man das veränderliche a 2 nach § 2 (3) ausdrücken 

kann durch 

d ex 

a« = e 

a x a 3 

s war das Vorzeichen von x und positiv für einen 

rechten und negativ für einen linken Punkt des Rgiunes.' 

Setzt man diesen Wert von a 2 in die Gleichungen 

§ 2 (5) ein, so erhält man für die gebrochenen Focal- 

distanzen : 

dex 



z.\ a 3 
dex 



r = ai -f- e — e a 3 — e 

r '^ aj + e + sa 3 — £ 
(1) ' ' ^as 

'a i dex 

So = at — d — £ a, -f- £ 

3.\ a 3 

dex 



s '— ai — d-f-£a 3 + £ 



a t a 3 

Hieraus folgt für unsere Krümmungscurve der Satz : 
I. Die vier gebrochenen Focaldistanzen 
einesPunktes derCurve sind lineare Funkti- 
onen der x-Coordinate dieses Punktes. 

Aus den Gleichungen (1) erhält man nun durch 
Subtraktion bezw. Addition: 



22 

/ r„ -f- So' s 4- To' 2 a t -f- (e — d) 

2 j r — w - So — So' — 2 s a, 

j r« -[-So 2 ai -{- ( e — d) — 2 £ a 3 
\ iV-f- s,/ 2a, -f (e — d) -f 2 £ a. 

Hieraus folgen für Summe und Differenz der ge- 
brochenen Focaldistanzen unserer Krümmungscurve die 
Sätze : 

II. a) Die Summe zweier ungleichseitiger ungleich- 
namiger Focaldistanzen eines Punktes der Curve ist 
gleich der Hauptaxenlänge des Ellipsoids vermehrt um 
die halbe Differenz seiner beiden Hauptbrennweiten. *) 

II. b) Die Differenz zweier ungleichseitiger gleich- 
namiger Focaldistanzen ist ihrem absoluten Werte nach 
gleich der Hauptaxenlänge des zweischaligen Hyper- 
boloids.**) 

II. c) Von den beiden Summen der gleichseitigen 
ungleichnamigen Focaldistanzen ist die eine gleich der 
Hauptaxenlänge des Ellipsoids vermehrt um die halbe 
Differenz seiner beiden Hauptbrennweiten und vermehrt 
um die Hauptaxenlänge des zweischaligen Hyperboloids; 
die andere ist gleich der Hauptaxenlänge des Ellipsoids 
vermehrt um die halbe Differenz seiner beiden Haupt- 
brennweiten und vermindert um die Hauptaxenlänge 
des zweischaligen Hyperboloids. 

Um nun die Directrixebenen zu erhalten, 
schreibt man die Gleichungen (1) in der Form (3): 



•) Vgl. „F." S. 89. 
**) Vgl. „F." S. 101. 
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d e I ai a 3 , , x 

r - — { — ji- (ai -f- e — £ a 3 ) — £ x 



So 



s ' = 



ai a3 

de 

ai a 3 

de 
ai a 3 

de 
ai a 3 

de 
ai a 3 

de 

3i a 3 

de 
ai a 3 

de 



de 
(g, — e x) — m (g, — e x) 

(g 2 — £ x) = m (g, — £ x) 



ai a 3 
"de" 



(ai — d — £ a 3 ) -f- £ x 



(6 + ex)-m (g 3 + £ x) 



ai a 3 
"de" 



(ai — d -f- £ a 3 ) -f- £ x 



ai a 3 
Hierbei ist gesetzt: 

ai a 3 
gi 



(g 4 + £ x) = m (g 4 + £ x) 



(4) 



g4 



m 



d 


e 


ai 


a 3 


— d 


e 


ai 


a 3 


~~ d 


e 


ai 


a 3 


~~ d 


e 


d 


e 



(a! 4- e — £ a 3 ) 



(ai + e + £ a 3 ) 



(a x — d — £ a 3 ) 



(ai — d -f- £ a 8 ) 



ai a 3 



Bezeichnet man nun die Ebenen für einen rechten 
Punkt mit g + „ g + 2 , g + 3 , g 4- 4 und für einen linken 
Punkt mit g » !, g _ 2 , g - 3, g - 4> so wird : 
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(5) 



g+ i 



g-r * 



g + 3 



g-f- 4 



a, 


a 3 


d 


e 


a, 


a 3 


. d 


e 


a, 


a 3 


d 


e 


a-i 


a 3 



de 



(ai -f e — a 3 ) 



(a, + e -f a 3 ) 



( 2l — d — a3 ) 



(a, — d + a 3 ) 



(50 { 



g 



g- 2 



g- 3 



g - 4 =— 



und: 

ai a 3 , 

_ — ( ai 4- e 
de ' 

3.\ a 3 

IT 

ai a 3 
Te" 

ai a 3 
Te" 



— a 3 ) = g + 2 



(ai + e — a 3 ) ^= g + l 
(a, — d -|- a,) = g + 4 



( ai _ d — a 3 ) = g + s 



Es werden daher die Formeln (3) für einen rechten 
Punkt 



(6) 



/ r m (g + , — x) 
r ' - m (g + a — x) 
So - - m (g + 3 4- x) 
So' - m(g + 4 -f x) 
und für einen linken Punkt 



(6') 



r m (g + 3 4- x) 
V - m (g +J 4-x) 
So - - m (g + 4 — x) 
So'- m (g + 3 — x) 
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Aus den Gleichungen (5) folgt nun: 

g + i — g + 2 



- - g + 3 — g + 4 


9 ai a,' 
1 de 


- g + 2 — g + 4 


- h a ' ( e 4 

de ' 


" de (e + d 


— 2 a,) 


-V: («+ d 


+ 2 a.) 



(7){ 

g + 1 — g -f 4 
g + 2 — g + 

Da nun e -|- d > 2 a,, so folgt, dass von diesen 
4 Ebenen niemals zwei oder mehrere zusammenfallen 
können. Ferner sieht man aus (7), dass die Ebenen 
in der Reihenfolge liegen: 

g-f2>g4,l>g+4>g + 3 

Jetzt soll untersucht werden, ob die Ebenen inner- 
halb oder ausserhalb der Krümmungscurve liegen oder 
dieselbe schneiden. 

Da nach § 2 (3) für einen rechten Punkt 

_ a, a a a 8 
d e 

so folgt aus (5) : 

g+ i — x — 4fiL (ai + e — a, — a,) > 

da e ]> a 3 und für jedes a, : a t > a 3 . 
Ebenso wird 

g + 2 — x — -^-s- (a, + e + a 3 — a,) > 

Da diese bei den Differenzen immer positiv sind, so 
folgt, dass die Ebenen g + x und g + 2 stets ausser- 
halb der Curve liegen. 



26 

Ferner wird : 

g f 3 — x -^ (a, — d — a :i — a 3 ) 

Ist nun a t — d — a 3 > e , so ist für jedes a 2 : 
g + 3 — x >> , d. h. g + 3 muss ausserhalb der Curve 
liegen. Ist d -< a A — d — a 3 <e so lässt sich immer 
ein Wert von a 2 angeben, für den g + 3 — x verschwindet. 

In diesem Falle schneidet also die Ebene die Curve 
in dem Sinne, dass die Ebene, die zum rechten Zweig 
der Curve gehört, den linken Zweig trifft und umgekehrt. 
Ist endlich a x — d — a 3 << d, so ist für jedes a 2 : 
g 4_ 3 < 0, d. h. g 4 3 liegt innerhalb der Curve. Diese 
Bedingungen kann man auch so schreiben : 

Für 2(a, — a 3 ) > 2 (e -f d) ist g 3 — x > 
„ 4d<2(a 1 — a 3 )<2(e + d) ist g 3 — x - 

2(a x — a,)<4d „ g, — x < 

Die Ebene g + 3 liegt also ausserhalb der Curve, 
schneidet dieselbe oder liegt innerhalb der Curve, je 
nachdem die Differenz der Hauptaxenlängen des Ellipsoids 
und des zweischaligen Hyperboloids grösser als die 
Summe der beiden gemeinsamen Hauptbrennweiten, 
oder kleiner als diese Summe, aber grösser als die 
doppelte kleinere Hauptbrennweite oder endlich kleiner 
als diese doppelte Hauptbrennweite ist. 

Endlich wird nun : 

g + 4 _ X ^Te~ ( a i — d + a 3 — a >) 
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Hier erhält man ebenso das Resultat: 

Für 2(a, }- a 3 ) > 2 (e - 1- d) ist g ^ 4 — x > 
„ 4 d < 2 (a, -f a 3 ) < 2 (e + d) ist g + 4 — x = 

2(a, +a 8 )<4d „ g + 4 — x<0 

Die Ebene g ;_ 4 liegt also ansserhalb der Curve, 
schneidet dieselbe, oder liegt innerhalb der Curve, je 
nachdem die Summe der Hauptaxenlänge des Ellipsoids 
und des zweischaligen Hyperboloids grösser als die 
Summe ihrer gemeinsamen Hauptbrennweiten, oder 
kleiner als diese Summe, aber grösser als die ver- 
doppelte kleinere Hauptbrennweite oder endlich kleiner 
als diese verdoppelte Hauptbrennweite ist. 

Setzt man nun 

. . . -~ g+i — x t+ 2 -^ g+3 + X . 
{ ] 1 "" g + 2 — x t' +2 - g+4 + x 

so folgt aus (6), dass für einen rechten Punkt: 




r - m t 4. i So m t j_ -» 

(9) 

v } r ' - m t' M so' m t'+ 2 

oder 



To r s s 
(10) -z — tt- t-- -- - t . m 

l+I l + I l <• 2 t + 2 

Setzt man ebenso 
f8') t - I=g + 2 -r x t- 2 -=g + 4 — x 

] t'_ ,^g+,-f-X t'_ 2 g ^3 — X 

so folgt aus (6') für einen linken Punkt 

r --= m t _ , s = m t _ 2 
(90 

' r ' = m t'_ , s ' -= m t'_ 2 

oder 
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t* r So S 

< 10 ') TT , = T<_ . IT, KT 2 = m 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir als Directrix- 
ebeneneigenschaft unserer Krümmungscurve den Satz : 

III. Die Curve hat 8 feste Directrixebenen, nämlich 

g +I , g + 2 , — g +3 , — g-f 4 für einen rechten und 
— g-f ,, g+ 3 , g-j-4 für einen linken Punkt, und es ist 
das Verhältnis der 4 gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes zu den Abständen des Punktes von derjenigen 
Ebene, die der betreffenden Distanz nach den Gleichungen 
(6) bezw. (6') zugerechnet ist, für alle Punkte der Curve 
constant. 



§ 6. 
Specielle Curven (ai, a 3 ) 
(Hauptschnitte). 

Für den Hauptschnitt a 3 = d erhält man den Teil 
der Ellipse 

— 4- z ' — 1 
ai 2 ' ai 2 — e 2 

der auf der convexen Seite der Focalhyperbel liegt. 
Indem wir uns auf einen rechten Punkt beschränken, 
wird hier: 



r — 


i\ 


«■■ * + • 


- d) - x 1 


r ' 


e 
ai 


-*- (a, + e - 


|d)-k 
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a, |e 
Nach Fig. 5 ist: 

r„ = PC ff B - PC« + (e — d) 
r„'= PC Bo'=PG, + (e-fd) 
s = P B Co 

So ^= r Uo 

Nun ist nach § 1 (5) 

pc,--1- (-? + ,) 

Man sieht daher, dass s ' mit einem der gewöhn- 
lichen Brennstrahlen identisch ist, während r und r ' 
sich von dem anderen nur um die constante Strecke 
e — d bezw. e -{- d unterscheiden. 

Dagegen giebt der Wert: 

So — — (ai — 2d) — -j- x 
a t I e ' 

die zusammengesetzte Eigenschaft: 

Ist eine Hyperbel und eine confocale Ellipse ge- 
geben und zieht man die kürzeste Verbindungslinie 
eines Punktes der Ellipse, der aber auf der convexen Seite 
der Hyperbel liegt, genommen über diese Hyperbel mit 
demjenigen ihre gemeinsamen Brennpunkte, der auf 
derselben Seite liegt, so ist das Verhältnis dieser ge- 
brochenen Distanz zu dem Abstände dieses Punktes 
von einer festen Geraden für alle Punkte constant 
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Der direkte Beweis dieses Satzes ist folgender: 

Nach den bekannten Focaleigenschaften von Ellipse 

und Hyperbel ist; 

PCo'+PC = 2a, 

BCo — BCo'- — 2e 

also, wenn man addiert: 

PB-f BCo + PCo 2a, — 2e 

oder, wenn P B -f- B C () = s : 

s -= — PC + 2a 1 — 2e 

Nach § 1 (5) ist nun 

e /a, 2 



PCo 

a 



:-(-?- +«) 



also 



s 2a,— 2e j x 

a, V e / 

oder endlich 

s - e -j (a, — 2 e) - a -- -L x 
ai j v ' e ' 

Für den zweiten Hauptschnitt a x - e erhält man 
den Teil der Hyperbel 

_ x _ _._>_:_ _i 

der im Inneren der Focalellipse liegt. Hier wird: 

r» --- (2e — a,) — x 

a :5 ) d \ 

■•••■4{f< 2 « +«■>—} 

So - ]— p- ( — a:i -{- e — d) 4- x i 
a ä } d j 

{* -(a, -f e - d) + x) J 



d 

So'^ — 
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Nach Fig. 6 ist 

r = PCB 

r '=PC'B ' 

So = PB C --= PBo + e— d 

So' = PBo'Co— PBo'+e — d 

Da nun nach § 1 (5) : 

so sieht man, dass s und s ' sich von den gewöhnlichen 
Brennstrahlen nur um die constante Strecke e — d 
unterscheiden. 

Dagegen geben die Werte 

(2 e — an) -^r- — x 



r ' = 



a 3 
d 



(2e + a 3 )|-x 



a 3 

woraus folgt r ' — r = 2a ;j die zusammengesetzte Direc- 
trixeigenschaft : 

Ist eine Ellipse und eine confocale Hyperbel gegeben 
und zieht man die kürzeste Verbindungslinien eines 
Punktes der Hyperbel, der aber im Inneren der Ellipse 
liegen muss, genommen über diese Ellipse mit den 
beiden gemeinsamen Brennpunkten, so ist jeder dieser 
beiden gebrochenen Distanzen eine feste Gerade der- 
art zugeordnet, dass das Verhältnis dieser Distanzen 
zu dem Abstände des Punktes von der Geraden, die 
der betreffenden Distanz zugeordnet ist, für alle Punkte 
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der Curve constant ist. Ferner ist die Differenz dieser 
beiden gebrochenen Distanzen, vom Vorzeichen abge- 
sehen, gleich der Hauptaxenlänge der Hyperbel. 

Der direkte Beweis dieses Satzes ist folgender: 

Nach der gewöhnlichen Focaleigenschaft der Ellipse 
und Hyperbel ist: 

CBo-f- CB '= 2e 
PBo — PB '= — 2a 3 

also, wenn man addiert: 

PBo-f CBo-f PC = 2e — 2a 3 

und, wenn man setzt: 

r = P C -f- C B , so kömmt r = 2e — 2a 3 — PB ; nun 

ist nach § 1 (5) für die Hyperbel: 

PB --i(-f+ x )- also 



oder endlich 



_ d 



a 3 

und natürlich ebenso 

d 



-^-(2e-a 3 ) 



— a,) — x 



r' = 



a 



3 



J (2e + a,)-x j. 
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§ 7. 

Focaleigenschaften der Schnittcurve 

von einschaligem und zweischaligem Hyperboloid. 

Soll sich ein Punkt nur auf der Krümmungscurve 
bewegen, die durch den Schnitt des einschaligen Hyper- 
boloids mit dem zweischaligen entsteht, so werden 
seine elliptischen Coordinaten a 2 und a 3 constant, 
während man die Veränderliche a x nach § 2 (3) aus- 
drücken kann durch 



ai = e 



d e x 

a2 as 



Dies eingesetzt in § 2 (5) giebt: 



(1) 



l 



r ---- e — a* — e a 3 -J- e 



r '-=e — a,-[-ea, -j- e 
s =- — d-J-a 2 — ea 3 -(-£ 



s ' ■--— d-|-a a +ea 1 +e 



d e x 
3.2 a3 
d e x 
a-i &3 
d e x 

d e x 
3 2 33 



Hieraus folgt der Satz: 

I. Die gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes unserer Krümmungscurve sind lineare 
Funktionen der x-Coordinate dieses Punktes. 

Aus den Gleichungen (1) folgen durch Subtraktionen 
die Gleichungen: 



(2) 
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( r ' — r --- So' — So - - 2sas 
s — r — So' — r ' — 2 a, — (e -\- d) 
So' — r = 2 a-i -(- 2 e a 3 — (e -\- d) 
So- — r ' = 2 a-2 — 2 s a» — (e -f- d) 

Hieraus erhalten wir für unsere Krümmungscurve 
folgende Sätze: 

II. a) Für jeden Punkt der Curve ist die Differenz 
zweier ungleichseitiger gleichnamiger Focaldistanzen, 
vom Vorzeichen abgesehen, gleich der Hauptaxenlänge 
des zweischaligen Hyperboloids. *) 

II. b) Die Differenz zweier gleichseitiger ungleich- 
namiger Focaldistanzen ist, vom Vorzeichen abgesehen, 
gleich der Hauptaxenlänge des einschaligen Hyperboloids 
vermindert um die halbe Summe seiner Hauptbrenn- 
weiten. **) 

II. c) Von den beiden Differenzen zweier ungleich- 
seitiger ungleichnamiger Focaldistanzen ist die eine 
gleich der Hauptaxenlänge des einschaligen Hyperbloids 
vermindert um die halbe Summe seiner beiden Haupt- 
brennweiten und vermehrt um die Hauptaxenlänge des 
zweischaligen Hyperboloids, die andere ist gleich der 
Hauptaxenlänge des einschaligen Hyperboloids, ver- 
mindert um die halbe Summe seiner beiden Haupt- 
brennweiten und vermindert um die Hauptaxenlänge 
des zweischaligen Hyperboloids. 

Um nun die Directrixebenen zu finden, schreibt 
man die Gleichungen (1) in der Form (3): 



*) Vgl. „F.- S. 101. 
*•} Vgl. „F.* S. 97. 



35 



U 



(3W 



de 

3 2 3-3 

de 



3 2 3.3 



de 



(e — a 2 — e a 3 ) -)- e x 



r,,' 



3 2 3.3 

de 1 3 2 3 3 

3.» 33 

de 



(hi -|- e x) --— n (hj -(- s x) 



de 



(e — a* -f- £ a s ) -\- £ x l 



So 



32 3j 

de 

3 2 33 

d e 



So' 



3.» aa 

de 1 a2 aa 



(h 2 -f- £ x) — n (h 2 -f- £ x) 

— ( — d -J- 32 £ 33) 4- £ X 

de ' • ' 

(h 3 -f- £ x) n (h 3 -\- £ x) 



3g 33 

d e 



de 



( — d -|- a« -j- e aa) -)- £ x 



a-2 a 3 
Hierbei ist gesetzt: 

(. a» 83 

h, — 



(h 4 4- e x) - n (h< -\- £ x) 



(4) 



h 2 



.{h. 



h< 



n 



d e 



a. a 3 



d e 



3i 3j 

Te~~ 



32 3j 

Te~ 
d e 



a* aj 



(e — a 2 — £ a 3 ) 



(e — a 2 -f- £ a s) 



( — d -(- 3 2 — £ 3 3 ) 



(— d -f- 3 2 -j- £ 3 3 ) 



Bezeichnet msn nun die Ebenen für einen rechten 
Punkt mit h + „ h + 2 , h + 3 , h + 4 und für einen linken 
Punkt mit h _ ,, h _ 2 , h _ 3 , h _ 4 , so wird : 

3* 
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, 3 2 3a , x 

h + i — — -, — (e — a 2 — a 3 ) 



h + 2 - —r— (e — a 2 + a 3 ) 



(5) 



d 


e 


a-2 


a 3 


d 


e 


a» 


a-i 


d 


e 


aa 


as 



+ 3 - — A —r ( — d -f a 2 — a 3 ) 



h + 4 = — ^ — ( — d -|- a * + a3 ) 

und 
h __ ! - —* — (e — a 2 -(- a 3) ^- h -f a 



_ a — — = — (e — a 2 — a?) = h + t 



de 


a 2 a 3 


de 


a 2 a 3 


de 


&2 a 3 



(5') 

h_ 3 ™JJ^L(_ d + a. + a,) h + 4 

h ~ 4 "TT" (— d + a 2 — a 3) — h + 3 

Es werden also die Formeln (3) für einen rechten 

Punkt : 

r - n (h + j -f x) 

r '— n (h + 2 -4-x) 
(f\\ l • • 

*s 1-: n (h + 3 -j-x) 
So' n (h + 4 -|- x ) 

und für einen linken Punkt: 

io - - n (h + a — x) 

r '=- n (h _|_ j — x) 

* * So n (h + 4 — x) 

s '— n(h + 3 — x) 

Aus der Gleichung (5) folgt nun : 



h + 1 — h + a h + J — h + 4 — 2 
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a« a 3 * 
"de" 



(7)< 



h + 1 — h + 3 ^h + 2 — h + 4 --^(e-|-d — 2a,) 
h + , — h + 4 = — '— (e + d — 2 a, — 2 a») 
h + 2 — h + s == — | — (e -\- d — 2 a 2 -\- 2 aa) 

vi vT 

Hieraus sieht man, dass die Ebene h + a stets 
ausserhalb von h + a und ^ebenso h + 4 stets ausser- 
halb von h + s liegt, und dass h + x niemals mit h + a 
und ebenso h 4- 3 niemals mit h + 4 zusammenfallen 

e4-d 
kann. Da ferner — ^ — die Coordinate der Mitte zwischen 

Scheitel und Brennpunkt der Focalellipse ist, so folgt 
aus der zweiten Gleichung (7) dass die Ebene h + x 
ausserhalb bezw. innerhalb der Ebene h + 3 und eben- 
so h 4_ 2 ausserhalb oder innerhalb von h + 4 liegt, je 
nachdem der Scheitel der grossen Axe des einschaligen 
Hyperboloids näher an dem Scheitel oder an dem 
Brennpunkt der Focalellipse liegt. Fällt er in die Mitte 
beider Punkte, so muss h + , mit h + 3 und h + 2 mit 
h + 4 zusammenfallen. Ferner liegt h + , ausserhalb 
von h + 4 , fällt mit h + 4 zusammen, oder liegt inner- 
halb von h + 4 , je nachdem die Summe der Haupt- 
axenlängen der beiden Hyperboloide kleiner, gleich, 
oder grösser als die halbe Summe ihrer gemeinsamen 
Hauptbrennweiten ist. Ebenso liegt h + 2 ausserhalb 
der Ebene h + 3 oder fällt mit ihr zusammen oder liegt 
innerhalb derselben, je nachdem die Differenz der Haupt- 
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axenlängen der beiden Hyperboloide kleiner, gleich 
oder grösser als die halbe Summe ihrer gemeinsamen 
Hauptbrennweiten ist. 

Um nun die Lage dieser vier Ebenen inbezug auf 
die Curve zu bestimmen, führen wir für die Variable x 
wieder a x ein, so ist nach § 2 (3) für einen rechten Punkt 

3i a> äs 

x -.~dl~ 

Hieraus und aus den Gleichungen (5) folgt, dass: 
x.— h + , — ij-J- (a t — e -f a 2 -f a 8 > > 



(8) 



x - h . + 2- -TT (a.-e + a.-aJ^O 



x — h f 3 - A.5l (a, + d — a, + a 3 ) > 



d e 
x ~ h +4- ^ (a 1 + d-a 2 -a 3 )>0 

Die Ungleichheiten gelten für jedes a x , es müssen 
also die vier Ebenen stets innerhalb der Krümmungs- 
curve liegen und können dieselben nie schneiden. 

Setzt man jetzt : 

t -f. i h r i -[- x t + 2 — h + 3 -f x 
i'+ i — h r 2 -j- x t'+ 2 - - h + 4 -f- x 

so folgt aus (6) für einen rechten Punkt: 

r — n t 4. i s — n t +_ 2 

(10) r '-= nt'+i so' -nt' + 2 

oder 

r r s , So 

(11) J-- = 7T--=- J- 5 - " TT- - n 



(0) 



39 

Setzt man ebenso 

t _ , = h 4. 2 — x t_ 2 -=hi 4 — x 
(9') 
K) t'-, = h +I — x t / _ 2 =h + 3 -x 

so folgt aus (6') für einen linken Punkt 

r = nt_, So = nt_ 2 
(10') 
v ; r '=ntL, s '=nt'_ 2 

oder 

(11) t_. t'_, t_ 2 t'_ 2 

Wir erhalten aus diesen Gleichungen als Directrix- 
ebeneneigenschaft unserer Krümmungscurve den Satz: 

III. Die Curve hat 8 feste Directrixebenen, nämlich 
— h + „ — h + 2 , — h + 3 , — h + 4 für einen rechten 
und h +a , h + „ h + 4 , h + 8 für einen linken Punkt; 
und es ist das Verhältnis der gebrochenen Focaldistanzen 
eines Punktes zu den Abständen dieses Punktes von 
derjenigen festen Ebene, die der betreffenden Focal- 
distanz nach (6) resp. (6') zugeordnet ist, für alle Punkte 
der Curve constant. 



§ 8. 

Specielle Curven (a„ a 9 ) 

(Hauptschnitte). 

Für den Hauptschnitt ä 3 - d erhält man die 

Hyperbel 

x' 2 z 2 

+ rr--Ti - 1 



a* 2 ' a-2 2 — e 
Sie liegt, da a 2 >d auf der convexen Seite der Focal- 
hyperbel. Hier wird : 
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e 
a 



r ' 



•.j ( _ ai + e_d)-^- + xj 

^j(-a v +e+d)- a e -+x 



s« = — j (a* — 2d)-^--f x 
a, \ e ^ 



so^ e 



{"+'} 



a* 

Nach Fig. 7 ist: 

r„ = P Co Bo =- P Co + e — d 
r '= PCoBo'-PCo-f e-f d 
so = P B Co 

So'=PG>' 

Da nun nach § 1 (5) für die Hyperbel 



e 

PC'— — 

^° a. 



C a * 2 i ^ 



so folgt, dass s ' mit einem der gewöhnlichen Brenn- 
strahlen identisch ist, während r und r ' sich von 
dem anderen nur um die constante Strecke e — d 
bezw. e -\- d unterscheiden. 

Da nun 

S » " ~a7 j (a « ~ 2 d) ~e~ + X j oder 

^ _- - J- (t -f X), 

so erhält man die zusammengesetzte Directrixeigenschaft: 
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Sind zwei confocale Hyperbeln gegeben, und zieht 
man die kürzeste Verbindungslinie von einem Punkte 
derjenigen Hyperbel, die im Inneren der anderen liegt, 
über diese zweite Hyperbel mit dem Brennpunkte, der 
auf derselben Seite liegt, so ist das Verhältnis dieser 
gebrochenen Distanz zum Abstände dieses Punktes von 
einer festen Geraden für alle Punkte der Curve constant. 

Der direkte Beweis dieses Satzes 'ist folgender: 

Nach der gewöhnlichen Focaleigenschaft der Hy- 
perbel ist: 

PC— PC -2a* 
BCo'— BCo -= 2d 

also folgt durch Subtraktion : 

PB-f BCo — PCo - 2a 2 — 2d 

oder, wenn PB -f- BCo = s: 

s = PC -f 2a 2 — 2d 

Nun ist nach § 1 (5): 

e / a 2 



PCo 



(- -r- + « 



a 2 
also 



e 
a 



-I x I + 2a 2 — 2d 



oder endlich 



s, A| (a 2 _ 2d)— - + x 
a 2 | e ' 

Für den Hauptschnitt a 2 — d erhält man die Hyperbel 

— H , = 1 
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Sie liegt, da a :} -< d auf der concaven Seite der 
Focalhyperbel. Hier wird, wenn wir uns auch hier auf 
einen rechten Punkt beschränken : 

r„ - -— (— a, 4- e — d) - + x 



e r a 3 

So = — 

a 






> 

e /-as 



s . f. 

"~ a. I 

Nach Fig. 8 ist 

r = PC Bo = PCo+(e — d) 
r„' = PC»' B„' - P Co' + (e — d) 
s„ = PC 

S = r Co 

Da nun nach § 1 (5) : 






PC '~ — 

a 3 

so folgt, dass s und s ' mit den gewöhnlichen Brenn- 
strahlen identisch sind, während r () und r ' sich von 
diesen nur um die constante Strecke (e — d) unter- 
scheiden. 

Für den letzten Hauptschnitt a 2 — e erhält man 

x a y 3 

den Teil der Hyperbel 1 — =- 1, der ausser- 

J a 3 * ' a 3 » — e* 

halb der Focalellipse liegt. 



Hier wird 
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r o = 



d 
a 3 



a 3 * . 



a 



d^ 
a 3 



a,* 



+ x 



So 



a 3 



(— a 3 + e 



d)-^ + x 



s ' = 



a 3 



d 
a* 



(a, + e-d) -,- + 



*} 



Nach Fig. 9 ist: 

r„ — P B„ 

r.'-™ PB ' 

s„ =PB„Co =-PB + e — d 

s«' — P Bo' C»' — P B y + e — d 

Da nun nach § 1 (5): 



PB„ 



K-T+-) 



PB ' = 

so sieht man, dass r und r Q ' mit den gewöhnlichen 
Brcnnstrahlen identisch sind, s und s ' sich von diesen 
nur um die constante Strecke e — d unterscheiden. 
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Kapitel II. 

Die Krümmungscurven auf den 

Paraboloiden. 

§ 9. 
Die Focaleigenschaften der Parabel. 

Die Gleichung 

(1) y 2 -f- 2px — p 2 =^0 

stellt bei veränderlichem p das System confocaler 
Parabeln dar, und zwar erhält man für den speciellen 
Wert p -- p x eine linke d. h. nach links geöffnete und 
für p — p 2 eine rechte Parabel, wenn 

(2) Pi > > p, 

Dann ist nach der bekannten Parabeleigenschaft 

(3) r = p! — x 
für die linke und 

(4) r = — p 2 -f- x 
für die rechte Parabel. 

Man hat daher den Satz: 

I. Die Focaldistanz eines Punktes der Parabel ist 
eine lineare Funktion der x-Coordinate dieses Punktes. 
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Ein zweiter Satz über Summe und Differenz der 
Focaldistanzen wie bei den centrischen Kegelschnitt 
muss hier natürlich wegfallen. Dagegen soll hier der 
bekannte Satz angeführt werden. 

III. Die Focaldistanz eines Punktes der Parabel ist 
gleich dem Abstand dieses Punktes von einer festen 
Geraden. 

§ 10. 
Die gebrochenen Focaldistanzen bei den Paraboloiden. 

Die Gleichung 

2 2 

(1) — + — \-2x — p =0 

* ' p ' p — e ' 

stellt bei festem e und veränderlichem p das System 
confocaler Paraboloide dar. Man erhält für den speci- 
alen Wert p ---- p x ein linkes elliptisches, für p -- p 2 
ein hyperbolisches und für p — p ;j ein rechtes elliptisches 
Paraboloid, wenn *) 

' + °° > Pi > e 

(2) e > p 2 > 

> p* > — •• 

Man kann nun p p p , p 3 auch als parabolische 

Coordinaten eines 'Punktes x, y, z auffassen, da durch 
jeden Punkt des Raumes ein linkes elliptisches Para- 
boloid Pj, ein hyperbolisches Paraboloid p., und ein 
rechtes elliptisches p 3 geht. Löst man die Gleichung (1), 
in die man nach einander p 1? p.,, p ;j für p gesetzt hat, 
nach x auf, so kommt: 

(3) 2 x - - p x -f- p, -j- p 3 — e 
•) Vgl. „M. A.« S. 425. 



46 

Auch bei den Paraboloiden treten an Stelle der 
direkten Focaldistanzen gebrochene, die so definiert 
werden.*) (Fig. 10): 

Man verbinde einen Punkt P des Raumes mit einem 
beliebigen Punkte der Focalparabel y 3 -{-2ex — e 2 --=0 
und diesen wieder mit ihrem Brennpunkt B 
Dann soll r gleich der Summe der absoluten Strecken 
P C und C B„ sein. 

Unter allen diesen gebrochenen Linien sei r x -PCj B 
das Minimum. Ferner suche man das Maximum und 
Minimum der Differenz der absoluten Strecken CB 
und PC. Das erstere sei v — — PC 2 -|- C 2 B , das 
letztere r 3 = — PC ;3 -f- C 3 B . Dann nennt man r p r.,, 
r :j die 3 gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P 
genommen über die Focalparabel y' 2 -(- 2 ex — e 2 0, 
die im Folgenden immer die linke Focalparabel genannt 
werden soll. 

Zwischen diesen und den gewöhnlichen Coordinaten 
besteht die Identität:**) 

i 2 2 

— p (p — e) — +— \-2x — p 

(p — x — r,) (p — x — r 3 ) (p — x — n) 

Zwischen den gebrochenen Focaldistanzen und den 
parabolischen Coordinaten dagegen gelten die Be- 
ziehungen : ***) 



*) Vgl. „M. A.- S. 415 u. 41«. 
**) Vgl. „M. A.- S. 399. 






) Vgl. „M. A.« S. 428. 
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' r 2 _|- r 3 - e — pi 
(3) « r 3 -f- r, = e — p,» 

r, + r s = e — p s 
Löst man diese 3 Gleichungen nach r 1? r.,, r ;3 auf,so kommt: 

Vi J (Pi — p, — p 3 + e) 
(5) • r, = J (— p! + p, — p 3 4- e) 

r 3 = a(— P 1 — P 2 -|-P3 + e ) 
Statt der gebrochenen Distanz r ;j — — PC ;{ 4-C 3 B 

über die linke Focalparabel wollen wir die kleinste 

Distanz s PBiC über die zu ihr conjugierte rechte 

Focalparabel z 2 — 2ex nehmen. Zwischen ihnen 

e 
besteht die Beziehung:*) r ;j = so 

Ferner wollen wir r () für r x schreiben, dagegen 
soll r., ganz weggelassen werden. 

Dann erhalten wir nach (5) für unsere- kleinsten 
gebrochenen Focaldistanzen r und s„, die zugleich die 
stabilen Gleichgewichtslagen eines Fadens sind, ge- 
nommen über die beiden Focalparabeln, die Werte: 

p. — p* — p a + e 



(6) < 



Focaleigenschaften der Schnittcurve von dem linken 
. elliptischen und dem hyperbolischen Paraboloid. 

Für jeden Punkt der Krümmungscurve, die durch 
den Schnitt eines linken elliptischen und eines hyper- 

*) Vgl. „M. A." S. -126, Aiimerk. 
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bolischen Paraboloids geht, sind die parabolischen 
Coordinaten p x und p.> constant, während man die 
dritte Veränderliche nach § 10 (3) ausdrücken kann 
durch : 

p 3 = 2 x — pj, — p 2 + e 

Setzt man dies in die Gleichungen § 10 (6) ein, 
so kommt : 



(1) 



r 

So 



(2) 

wo also gesetzt ist 

ffi 
(3) 



Pi — x 

Pi + p 2 - 

oder 
r -- fi - 

So -= T2 - 



e 
1 



x 



X 
X 



f 2 __ p T _l_ p 2 — 



Da nun der grösste Wert von x, den ein Punkt 
des linken elliptischen Paraboloids annehmen kann, 

1 ist, so folgt aus (3), dass fj — x >> und f 9 — x >> 0. 

Die beiden Directrixebenen i { und f 2 liegen stets 
ausserhalb der Krümmungscurve. 



Ferner folgt aus (1), dass 



(4) 



r — So = w — p 2 



Aus der Gleichung (1) folgt der Satz: 
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I. Die gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes unserer Krümmungscurve sind lineare 
Funktionen der x-Coordinate dieses Punktes. 

Aus (4) folgt: 

II. Die Differenz der beiden gebrochenen Focal- 
distanzen der Curve ist, vom. Vorzeichen abgesehen y 
gleich dem halben Parameter der Focalparabel ver- 
mindert um den Parameter des hyperbolischen Para- 
boloids. 

Schliesslich folgt aus (2) der Satz: 

III. Die Curve hat 2 feste Directrixebenen und es 
sind die beiden gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes gleich den Abständen dieses Punktes von der- 
jenigen Ebene, die der betreffenden Focaldistanz nach 
(2) zugeordnet ist. 



§ 12. 
Specielle Curven (p„ p 2 ) 

(Hauptschnitte). 

Für den Hauptschnitt p 2 =- erhält man den Teil 
der linken Parabel 

z 3 -f 2 (p, — e) x — p 1 (Pi — e) = 0, 
der ausserhalb der rechten Focalparabel liegt. Hier ist: 

io =- pi — x 

s - Pi — y~ x 

Nach Fig. 11 ist 

e 
r<> — P Co Bo -= P Co — | — ~- 

So — P Co 4 
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e 
Da nun pi der Abstand der Directrix der 

Parabel vom Coordinatenanfang ist, so folgt, dass nach 

e 
der gewöhnlichen Parabeleigenschaft PC — pi — ■= — x. 

Man sieht daher, dass So mit dem gewöhnlichen Brenn- 
strahl identisch ist, während r sich von diesem nur 

um die constante Strecke — unterscheidet. 

Für den zweiten Hauptschnitt p> — e erhält man 
die linke Parabel: 

y 2 -f- 2 p, x — p,* -- 

Sie liegt ausserhalb der linken Focalparabel. Hier ist: 

r — Pi — x 

So — P* + y— x 

Nach Fig. 12 ist: 

r - P B 
So-PBoG-PBo-f * 

Da nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft 

P B pi — x, 
so folgt, dass r mit dem gewöhnlichen Brennstrahl 

identisch ist, und s sich von diesem nur um die con- 

e 
stante Strecke unterscheidet. 

Für den dritten Hauptschnitt p, -— e erhält man 
die linke Parabel: 

y -j- 2 p-, x — p..,^ - 
Da p 3 < e liegt sie im Inneren der linken Focalparabel. 
Hier wird: 
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r - e — x 

So — P* + y — x 

Nach Fig. 13 ist: 

r = PCBo 

Sc = P Bo Co =" P Bo — p -pr 

Li 

Nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft ist PB = 
p 2 — x; es unterscheidet sich also s von dem gewöhn- 

liehen Brennstrahl nur um die constante Strecke — 

La 

Dagegen giebt der Wert r — e — x die zusammen- 
• gesetzte Directrixeigenschaft der Parabel : 

Sind zwei confocale Parabeln gegeben, so ist die 
kürzeste Entfernung eines Punktes der Parabel, die im 
Inneren der anderen liegt, genommen über diese zweite, 
gleich den Abstand dieses Punktes von der Directrix 
der zweiten Parabel. 

Dieser Satz ist schon dadurch bewiesen, dass nach 
der gewöhnlichen Parabeleigenschaft C B — C D, und 
wenn man PC addiert, folgt 

r- PC + CD — PD — e — x 

§ 13. 

Die Focaleigenschaften der Schnittcurve 

vom rechten und linken elliptischen Paraboloid. 

Für jeden Punkt der Krümmungscurve, die durch 

den Schnitt des rechten und linken elliptischen Para- 

boloids entsteht, sind pi nnd p 3 constant. Die dritte 

4* 
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noch veränderliche parabolische Coordinate p* kann man 
nach § 10 (3) ausdrücken durch 

p 2 2 x — p, — P-. + e 
Setzt man dies in die Werte § 10 (6) ein, so kommt 

r» - p. — x 

s„ - — P» + £ + x 



0) 



(2) 



(3) 



oder auch 
\u gi — x 

I So - - g* -f X 

wo gesetzt ist: 

gi = Pi 
g* = 



-P3+ T 



Da nun der grösste Wert von x, den ein Punkt 

Pi 



des linken Paraboloids annehmen kann, 



und der 



kleinste Wert von x, den ein Punkt des rechten Para- 

Pi 
boloids annehmen kann,-— ist, so folgt aus (3): 

gi — x > 

g* — x > 
Es liegen also die beiden Ebenen g, und — g s stets 
ausserhalb der Krummungscurve. Ferner folgt aus den 
Gleichungen (1), dass: 



(4) 



r„ 



So 



ft-Pi-t-2 



Aus (1) folgt der Satz: 

I. Die beiden gebrochenen Focaldistanzen 
unserer Krummungscurve sind lineare Funkti- 
onen der x-Coordinate des- betreffenden 
Punktes. 
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Aus (4) folgt: 

II. Die Summe der beiden gebrochenen Focal- 
distanzen der Curve ist gleich der Summe der Parameter 
der beiden Paraboloide vermehrt um den halben Para- 
meter der Focalparabel. 

Endlich folgt aus (2): 

III. Die Curve hat 2 feste Directrixebenen, und es 
sind die gebrochenen Focaldistanzen eines Punktes 
gleich dem Abstände dieses Punktes von der Ebene, 
die der betreffenden Focaldistanz nach (2) zugeordnet ist. 



§ 14. 

Specielle Curven (p 19 p 3 ) 

(Hauptschnitte). 

Beim Hauptschnitt p 3 — erhält man den Teil 
der linken Parabel 

z 2 -f- 2 (pi — e) x — px (p! — e) = 
der innerhalb der rechten Focalparabel liegt. 

Hier wird: 

r o = Pi — x 
e . 

Nach Fig. 14 ist: 

r P C B =- P Co -f- -fr 

s ^PBC 

Da nun nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft 

e 
PCo - pi — 9 — x, so sieht man, dass r sich von dem 

gewöhnlichen Brennstrahl nur um die constante Strecke 
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e e 

~ unterscheidet.. Der Wert s — — -|- x giebt wieder 

dieselbe zusammengesetzte Directrixeigenschaft, wie beim 
Hauptschnitt pi =--- e in § 12, mit dem Unterschiede, 
dass dort zwei confocale linke und hier eine linke und 
eine confocale rechte Parabel gegeben ist. 

Beim zweiten Hauptschnitt pi — e erhält man den Teil 
der rechten Parabel: 

y* -f- 2 p 3 x — p 3 * —- 0, 
der innerhalb der linken Focalparabel liegt. Hier wird: 

r e — x 

So - — p 3 + |- + x 

Nach Fig. 15 ist 

r - PCB 
s -PBoCo-PB -(--|- 

Da nun nach der gewöhnlichen Parabeleigenschäft 

P Bo = — p 3 + x 

so sieht man, dass s sich von dem gewöhnlichen 

e 
Brennstrahl nur um die constante Strecke — unter- 
scheidet. Der Wert r -- e — * führt dagegen wieder 
auf dieselbe zusammengesetzte Directrixeigenschaft wie 
beim vorigen Hauptschnitt. 



§ 15. 

Die Focaleigenschaften der Schnittcurve vom 

hyperbolischen und rechten elliptischen Paraboloid. 

Für jeden Punkt der Krümmungscurve, die durch 
den Schnitt des hyperbolischen Paraboloids mit dem 
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rechten elliptischen entsteht, werden die parabolischen 
Coordinaten p 2 und p 3 constant, während man die dritte 
nach § 10 (3) ausdrücken kann durch: 

Pl = 2 x -{- e — p-2 — p 3 

Setzt man dies in die Gleichungen § 10 (6) ein 
so kommt : 



0) 



So = — p 3 + 2 + x 



(2) 
wo gesetzt ist 

(3) 



oder 

\ r = hi -|- x 
So = h,> -\- x 

p-2 — p-j + e 
e 



f h, = — 
h 2 = — 



P3 + 



Da nun der kleinste Wert von x, den ein Punkt 
des rechten elliptischen Paraboloids annehmen kann 

— y ist, so folgt aus (3) dass 

h! — x > und h, — x > 

Die beiden Directrixebenen — h t und — h 2 liegen 
also stets ausserhalb der Krümmungscurve. 

Ferner folgt aus den Gleichungen (1), dass 



(4) 



r — s = 2 — p> 



Für unsere Krümmungscurve erhalten wir aus (1) 
den Satz : 
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I. Die gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes der Curve sind lineare Funktionen 
der x-Coordinate dieses Punktes. 

Aus (4) folgt: 

II. Die Differenz der Focaldistanzen ist, vom Vor- 
zeichen abgesehen, gleich dem halben Parameter der 
Focalparabel vermindert um den Parameter des hyper- 
bolischen Paraboloids. 

Aus (2) folgt: 

III. Die Curve hat 2 feste Directrixebenen und es 
sind die gebrochenen Focaldistanzen eines Punktes gleich 
dem Abstände dieses Punktes von derjenigen Ebene, 
die der betreffenden Focaldistanz nach (2) zugeordnet ist. 



§ 16. 

Specielle Curven (p 2 , p 3 ) 

(Hauptschnitte). 

Für den Hauptschnitt p 3 = erhält man die rechte 
Parabel : 

z 2 -f- 2 (p,> — e) x — p 2 (p 2 — e) — 
Sie liegt, da p 2 — e < e im Inneren der rechten Focal- 
parabel. Hier wird: 

r — P-i + e + x 

e , *" 

S0--2+X 

Nach Fig. 16 ist: 

e 

l"o — " P Co Bo -=^-' P Co -\~ n 

So -= P B Co 
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Da nun nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft: 

e 
PC = j — p» -f- x, so sieht man, dass r sich von 

dem gewöhnlichen Brennstrahl nur um die constante 

e 
Strecke -^ unterscheidet. 

e 
Der Wert s = '-=■ 4- x führt wieder auf dieselbe 

2 ■ 

zusammengesetzte Directrixeigenschaft wie beim Haupt- 
schnitt pi = e in § 10, mit dem Unterschiede, dass 
dort 2 confocale linke und hier 2 rechte Parabeln 
gegeben sind. 

Beim zweiten Hauptschnitt p« = erhält man die 
rechte Parabel: 

z 2 -|- 2 (p 3 — e) x — p 8 (p 8 — e) -= o 

Sie liegt, da p 3 < e ausserhalb der rechten Focal- 
parabel. Hier wird: 

r = — Ps + e -f x 

So= — P3+-| + X 

Nach Fig. 17 ist 

r = PC B = PC +|- 

So = i Co } . 

Da nun nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft 
PC = p s -j- -5- so wird So mit dem gewöhnlichen 
Brennstrahl identisch, während sich r von ihm nur 
um die constante Strecke — unterscheidet. 
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Beim letzten Hauptschnitt p 2 = e erhält man den 
Teil der rechten Parabel: 

y 2 -f- 2 p, x — p 3 * = 0, 
der ausserhalb der linken Focalparabel liegt. Hier ist: 

r = — p 8 + x 







So 


= — Pa 


+ T 


+ - 


K 


Nach 


Fig. 


18 


ist: 












»o- 
So - 


= PB 
PBo Co = 


-PB, 


> + 


e 
~2 



I 

Da nach der gewöhnlichen Parabeleigenschaft 
PB ■ = — p 3 -f" x > so s ' e ht man, dass auch hier r 
mit dem gewöhnlichen Brennstrahl identisch ist und 

e 
So sich von diesem nur um die constänte Strecke — 

unterscheidet. 



-%- 



Zum Schlüsse erlaube ich mir auch an dieser 
Stelle, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor 
Dr. Staude für die Anregung zu dieser Arbeit, sowie 
für die Anteilnahme, die er für dieselbe bewiesen hat, 
meinen aufrichtigsten Dank auszusprechen. 
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